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LA TOPOLOGIE A L’INFINI DES VARIfiT& 
ii Gl?OMgTRIE BORNfiE ET CROISSANCE LINfiAIRE 
Par Louis FUNAR et Renata GRIMALDI (‘) 
ABSTRACT. - We study the topology at infinity of a non compact riemannian manifold with bounded geometry 
and linear growth-type. 
Introduction 
Dans l’article [5] on a montrC que sur une variCtC non compacte qui est ZI topologie finie 
21 l’infini (voir la dCf. 2) il existe une mttrique riemannienne B gComCtrie bornCe (voir la 
dCf. 1) et B croissance exactement linbaire. 
Dans ce travail, on Ctudie la topologie 21 l’infini des variCtCs B gComCtrie borrke et B 
croissance lirkaire et on dkmontre que la rkiproque est aussi vraie: 
TH~OR~ME 1. - Si M est une varie’te’ non compacte qui admet une m&rique riemannienne 
b gkome’trie bornke et 6 croissance linkaire, alors M est A topologie jinie ci l’injni. 
TH~ORBME 2. - Si M est une varie’te’ non compacte qui admet une mktrique riemannienne 
6 ge’ome’trie born&e et b croissance liniaire, alors M n’a qu’un nombreJini de bouts. 
Les auteurs tiennent 3 remercier M. Gromov et P. Pansu pour des fructueuses discussions. 
En outre, une partie de ce travail a CtC effectuke pendant le skjour du premier auteur B 
1’UniversitC de Pisa dont l’on remercie pour son hospitalit 
1. VariCtCs Q g6omCtrie bornCe 
DEFINITION 1. - Une varie’te’ riemannienne (M, g) est + gkome’trie born&e si la courbure 
sectionnelle Kg et le rayon d’injectivite’ i, satisfont les in@alit& suivantes: 
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La variete M est dite a croissance linduire s’il existe une constante ~1, telle que le volume 
des boules metriques B,. de rayon I’ satisfait 
vol I3,. 5 n . 1’ 
Remarque 1. - Si la variCtC M est a geometric bornee alors la croissance du volume 
des bottles B, est au moins lidaire, c’est-a-dire : 
pour une constante c > 0 qui ne depend que de la dimension de M (voir [6]). 
Dt?FINITION 2. - Soit M une varie’te’ non-compacte de dimension R. On dit que M est a 
topologie jinie a 1 ‘injini si elle admet une exhaustion 
M = U W;; W; c intWit 
i>o 
par des sous-varie’tes compactes dont les bords Vi = iJW, soient deux-a-deux diffeomorphes. 
On peut formuler maintenant le resultat principal : 
TH~OR~ME 1. - Si M admet une me’trique a ge’ome’trie borne’e et croissance lirkaire alors 
M est a topologie jinie a l’injini. 
La preuve du theoreme repose sur les trois lemmes qui suivent : 
LEMME 1. - l&ant donne’es les constantes m.. ho, %o, 110, la collection des varie’te’s ferme’es 
V de dimension ITL qui admettent des me’triques satisfaisant : 
ne contient qu’un nombre jni c(m, kc), %o. ~0) de types de diffiomorphismes. 
LEMME 2. - I1 existe les constantes c, y (qui ne dependent que de la dimension) telles que : 
pour chaque varie’te’ M de dimension ri, a geome’trie borne’e et croissance linkaire il existe 
une exhaustion de M par des sous-varittes compactes Wj de bord Vi vtri$ant les inegalite’s 
pour tous les j, ou IIT; est la deuxieme for-me fondamentale de la sous-varittd V c M. 
LEMME 3. - Si M est a ge’ome’trie born&e alors il existe des constantes CY, [j telles que 
pour tome sous-varie’tt? ferme’e V c M de codimension I la condition 
entraine aussi 
De plus cy et ,B ne dependent que de c et de la dimension n,. 
TOME 76 - 1997 No 10 
LA TOPOLOGIE ii L’INFINI DES VAR&TkS ;z GkOMfiTRIE BORNI?E... 853 
Preuve du thkori!me. - En supposant connus les lemmes 1, 2, 3 : 
Conformement au lemme 2 il existe une suite {T/j} de sous-variCtCs fermees, deux-a-deux 
disjointes, sans points d’accumulation et qui verifie 
(1) 
Ensuite le lemme 3 entraine l’existence des constantes ai; /j telles que : 
(2) IIcy I < N, iv; > 0 > 0. 
La collection des varietes V satisfaisant (1) et (2) ne contient qu’un nombre fini de 
classes de diffeomorphisme (par le lemme 1) done il y a une sous-suite Vjk dont les termes 
sont deux-a-deux diffeomorphes. Les II’,, correspondantes forment une exhaustion de A4 
par des sous-varietes compactes, done M est a topologie finie a l’infini. III 
Preuve du lemme 1. - On suit de pres la preuve du theoreme de finitude de Cheeger [2] 
donnee dans Chavel [I], p. 340. Soit NC le nombre des points d’une e-discretisation. 
Alors N, est major6 par le nombre maximal d’elements d’un empilement avec des boules 
de rayon G. 
Mais une boule de rayon 4 a le volume plus grand que ci, ou c > 0 est une constante 
qui ne depend que de Lo e? 1:0. 
Comme le volume total est inferieur a w. il resulte 
done N, admet une majoration uniforme. 
Le reste de la preuve est identique a celle donnee dans [I] 
Preuve du lemme 2. - On considere les anneaux 
A,, = B,+i - int B,, 
oti B,, = B,(p) est la boule de rayon n centree en p. 
Sous-lemme 2.1. - 11 existe une sous-suite A,, telle que vol A,,, 5 c. On peut prendre 
c = (1 + &)cZ, & > 0. 
Preuve. - Soit nj = vol A?. Alors on a : 
,L-1 
VOlB, = c “j. 
j=l 
Par reduction a l’absurde on suppose que la suite desiree n’existerait pas : alors il 
existe N tel que 
pour tout j 2 N. 
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II en resulte que : 
k+‘v+l N 
vol Rr.+:,,+, = c fLj = c a>., t 
,j=l j=l 
+ 1 Uj > kCL(l+E)+Caj. 
., = A’ + 1 j=l 
D’autre part on sait que 
vol Bk+L\~+l L a(k + N + 1). 
Si on fait tendre 5 vets l’infini on obtient une contradiction. 
Soit maintenant, pour X c M un sous-ensemble quelconque 
0 
T,.(X) = (2: E M: d(x:X) < 7.) c n/r. 
On va considerer dans la suite X = 5’ 
Sous-lemme 2.2: on a : 
la sphere de rayon TL+ k centree en p. 
Preuve. 
done tel que 
+,++ i>P)) 5 f. 
Comme la sphere S est compacte, la fonction continue d(x, y), y E 
avec x fix6 admet un point de minimum, disons 4 E S 
Alors, il vient : 
c’est-a-dire que IC E B,+l. 
(ii) L’inCgalitC du triangle nous donne aussi : 
d(x,p) L Id(X?fl) - +AP)l = 71 
done z $ int B,. 11 en resulte que :I; E A,, . 
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On peut appliquer maintenant le thtoreme de Cheeger-Gromov (voir [4]) : pour tout 
X c JV il existe une sow-variete U de la mCme dimension que iU telle que 
X c U c Tl12X 
vol (iW) 5 2c(n)vol (Tl,2X - X) 
Il~hII 5 244 
ou c(n) ne depend que de la dimension n de A&. 
OnchoisitX=S(n~+~,p) dont les nk sont don& par la suite A,, obtenue dans 
le sous-lemme 2.1. 
On trouve done les sowvarietes 6UZJk c A,,, telles que : 
(par le sous-lemme 2.2), 
vol6’U, 5 2c(n)volA,, 5 2c(n)a(l+ E) 
llaw, II 5 244. 
(par le sous-lemme 2.1), 
Maintenant on remarque qu’a la place du rayon T = f des anneaux on aurait pu choisir 
1 
T = - - 5, 6 > 0 petit. Alors les nouveaux i%CJ~ qu’on retrouve en appliquant le theoreme 
de C fi eeger-Gromov sont contenus dans des anneaux retrecis &+i-~ - int B,+o qui sont 
disjoints. Done tf.HlJ~ sont disjoints ce que l’on peut supposer aussi pour les auk obtenus 
ci-dessus. &ant compactes et sit&es dans des anneaux qui s’approchent de l’infini ces 
sous-vat-i&es n’ont pas des points d’accumulation, ce qui conch% la preuve du lemme 2. 0 
Preuve du lemme 3. - Soit R”, R”’ les tenseurs de courbure dans V et M respectivement. 
Le theorbme de Gauss nous donne 
(R”‘(X, Y).Z’, W) =(R”(X; Y)Z, W)+ 
+ 11(X, X)II(Y, Y) - 11(X: Y)“. 
Si {X, Y} est un rephe orthonormal de la facette CJ qui est tangente a V alors : 
On peut done choisir (Y = 1 + 2~‘. 
Sous-lemme 3.1. - Dans les hypotheses du lemme 3 si l’on avait des varietes V avec 
le rayon d’injectivite arbitrairement petit alors on pourrait trouver des varietes V dont la 
longueur minimale des geodesiques fermees est arbitrairement petite. 
Preuve. - 11 suit de [3] que KIT < a entraine qu’il n’existe pas points conjugues 
a distance inferieure a rr/fi sur une geodesique minimale. Done si V est telle que 
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iI7 <_ [j < T/V’-, d’apres le lemme 5.6 p. 95 de [3] il existe une geodesique fermee 
de longueur inferieure a 2p dans V. 0 
On note par V” la connexion de Levi-Civita dans A4’. On remarque que pour c C k’ C n/l 
une geodesique dans V on a 
Ivyitl 5 IlII,-11. 
Done si V satisfait les hypotheses du lemme 3 on a une majoration pour la courbure 
geodesique de c c V. 
Sous-lemme 3.2. - Soit M une varied de courbure sectionnelle IK,tf( 2 k et de rayon 
d’injectivite i,,f > 0. 
Si c est une courbe fermee dans M telle que 
(V;‘C( < A. 
alors 
longueur(c) 1 min $lfi~. A, i . 
( : > 
Remarque. - Cette assertion nous donne une minoration uniforme du rayon d’injectivite 
de toutes les sous-varietes V considerees dans le lemme 3 (du sous-lemme 3.1) en 
achevant la preuve du lemme 3. 
Preuve 3.2. - Soit e la longueur du lacet geodesique naturellement parametre c dont le 
point initial est 4 = c(0). On fixe un point p E M ayant les proprietes 
(1) d(P, 4) = d < inr: 
(la valeur de d on va la fixer dans la suite, telle que C < d < i,$f). 
(2) la geodesique minimisante dans M qui passe par p et 9 a pour vecteur tangent 
C(0) en q. 
On suppose par l’absurde que l est plus petit que 
> 
Fig. I 
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Soit U(X) = d(p,z). On a done gradu(q) = C(0). 
I1 suit de [7], lemme 8.23, qu’on a une estimation uniforme de la hessienne de II, 
lIHess,(u)ll I ~~?~~~~‘. 
Remarquons que u(t) = U( c(t)) verifie : 
ti = (C,gradu) 
ii = (V& gradu) + Hess u(C, C). 
Comme c est un lacet ferme, il existe s E [o: e] tel que ti(s) = 0. 11 suit 
]lti(t)]] 5 I](V&gradu)I) + I(Hessu(&k)ll < 
ksinh (2ku) 
6 IWII + 25in2(ku) .L 
Supposons que d > 41. Alors u(t) 2 d - e > i. En outre pour kd < & on a 
ksinh (2ku) < 2 < 4 
2sin2(ku) - u - d’ 
CZU 
ksinh caku) N  1 autour de u 
2 sin*(kn) u 
N 0. On trouve alors : 
1 = Iti - iL(o)I = / 1” ii(t)1 5 1” (ii(t)ldt I (A + +. 
Mais on a : 
ce qui donne une contradiction. Cela acheve la preuve du sous-lemme 3.2, et par la 
remarque ci-dessus du lemme 3. 0 
THBOR~ME 2. - Une varie’te’ h gkome’trie bornke et croissance linkaire n ‘a qu ‘un nombre 
jini de bouts. 
Preuve. - Soit K c 111 un compact arbitraire. 
I1 existe un k tel que K C B,, ou n,+ est la suite qu’on a obtenue dans le sous-lemme 2.1. 
On note par N le nombre de composantes connexes non compactes de iU - B,, . On 
peut alors choisir une boule Bi,2(:~) dans chaque composante telle que : 
d(xi,p) 
1 
= 7&k + -, % = 
2 
1: 2,. . , N. 
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Comme ces composantes sont disjointes les boules BI,~(:~:;) sont disjointes et (par un 
argument identique 2 celui qu’on a utilisk en sowlemme 2.2) contenues dans A,, . D’autre 
part la remarque 1 nous dit que 
mais le volume total de boules n’exctide pas 
vol A,,, 5 ~(1 + E). 
I1 rksulte que N < 
241 + E) 
oti a et c sont des constantes. 
Done tout compact K es contenu dans un autre dont le complkmentaire dans A4 n’a 
qu’au plus 
241 + E) 
composantes, ce qui finit la preuve. 0 
c 
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